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Vorwort

Die Nachfrage von Studenten nach Hilfe wachst erkennbar. Die Mathematik-CD bietet neben der

Wiederholung des gymnasialen Schulstoffs auch Hilfen fur das Grundstudium an.

Vor allem Studenten der Ingenieurwissenschaften missen sehr viele praktische Aufgaben I6sen.
Dazu gehéren auch Potenzreihen.

Ich verzichte hier auf groRe Theorie und biete nur das Wichtigste an:
" Welche Methoden bendtigt man?

" 100 Musteraufgaben (im Text 40720)
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1.1

1.2

a)

1 Reihen im Gymnasialunterricht

Definition einer Reihe.

Es sei (ac) mit k e N eine Zahlenfolge.

Addiert man die Glieder beginnend ab dem ersten bis zu einer Nummer n, dann hat man
die n-te Partialsumme s, erzeugt:

S =a
S, =a,+a,
s, =a,+a, +a,

Spi=ay+ay+..+a, bzw. s;=>ay.

Die Folge der Partialsummen (s,) nennt man eine Reihe: s;, s;, S3, ...
Wenn diese Reihe konvergiert, nennt man ihren Grenzwert eine unendliche Reihe

(oft auch nur Reihe genannt):

s= lim Zak _Zak, bzw. s=aj+as+....
n—>ook1

Man kann eine Reihe auch mit ag beginnen lassen,

Einfache Beispiele aus der Oberstufe der Gymnasien

a, = 16~(%)n ist eine geometrische Folge, denn der Quotient aufeinander folgender

16 (1)ﬂ+1
Glieder ist konstant: q=2nst _ 2 - 1
SRR

Da |q| < 1 ist, konvergiert diese Folge und hat den Grenzwert 0.

Das erste Glied der Folge ist a; =8

Die zugehdrige geometrische Reihe ist: Sp = Z16-(%)I

Dazu gibt es eine Reihenformel (Text 40050):

_ ()"
Sn=a1'qn_1:a1'11__q: :8'11E2) =16'[1—(%)n}:16_16'(;)n

Eine geometrische Reihe konvergiert, wenn |q| <1 ist:
Der Grenzwert ist dann s:a—1=i1:$:16.
-9 13 2

Also gilt: 16-7+16-7+16-1+...=16
Oder: 16(%+% .)=16
1
4

1 _
+8+..._1

1

iRl
1
+tgt

. 1.1
oder: >+

Das ware dann diese Reihe: — =
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b) ap = (%)n ist auch eine geometrische Folge mit q = % Sie konvergiert nicht, sondern

ist unbeschrankt. Dasselbe gilt fir ihre Reihe:

s, :g.@%:gz{(g)”_q:&(g)”_3

2 2

Ihr ,Grenzwert® ist o, d.h. die Folge konvergiert nicht, sie divergiert.

[Behauptung: Die Reihe ist unbeschrénkt. ]

Dies kann man so beweisen:

Man zeigt, dass es zu jeder Zahl M > 0 eine Nummer nq gibt, ab der s, >M ist:
Dazu I6st man die Ungleichung s, >M

d.h. 3(3) -3>Mm (1)

Nennt man die rechte Seite K: (

Nun wird die Ungleichung logarithmiert. Dabei &ndert sie ihre Richtung nicht, denn die

Logarithmusfunktion wachst monoton: In(%)n >InK

3. Log-Regel anwenden: n-In% >InK I: In% >0

it @)

n>
In%

Die rechte Seite ist stets berechenbar.
Es sei nun n, die kleinste ganze Zahl, die diese Ungleichung l6st, dann gilt fir n>ny: s, >M.
Dahinter steckt noch das Wissen, dass sich jeder der Umformungsschritte umkehren lasst,

so dass aus (2) wieder (1) folgt.

Beispiel: Ab welcher Nummer ist s, > 1087

6
10743 hg "K' 3136

3
In2

Hier ist M = 10° also K =

Also gilt fir n>32: s, >10°
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c) Die Folge a, =3n+1 ist eine arithmetische Folge (denn die Differenz aufeinander folgender

Zahlen ist konstant (und zwar hier 3). Die zugehdrige arithmetische Reihe ist
n
Sp=aj+ay+..+a, =y (3k+1)
k=1
Die Summenformel der arithmetischen Reihe lautet:

sn=2(a;+ap)

2
bzw. s, :%(4+3n+1):%(3n+5):%n2+%n
Fir n > oo gilt Sp = ©.
Beispielsweise ist S400 =15.250

d) Die harmonische Folge lautet a, =% und die harmonische Reihe ist:

n
1+l A1
Sy=T+2+1+.. =32

Al (A2 1 (11 A
sn_1+2+(3+4)+(5+6+7+8)+(9+10+ +16)+

1 1.1 1,1,1.1 1 1 1
> s 1.1 AL NI S A1 1
_1+2+(4+4)+(8+8+8+8)+(16+16+...+16 +..
—1+41 1 1 1
—1+2+ > > + > +..

Die rechte Seite geht gegen Unendlich, fir n — «, weil fortgesetzt die Zahl % addiert wird.

Bei der Untersuchung anderer Reihen wird sie oft als Vergleich herangezogen,
Wenn die Glieder einer anderen Reihe gréRer sind als die der harmonischen, dann divergiert

sie auch.
Wir merken uns:

Obwohl die harmonische Folge eine Nullfolge ist, divergiert die zugehdrige Reihe!
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2 Konvergenzkriterien

Man kann naturlich zu jeder Zahlenfolge (a,) eine Reihe ian bilden. Die Frage ist dann immer:

n=1

Konvergiert diese Reihe? Das heil3t mit anderen Worten: Hat die Folge s, = ian der Partialsummen
k=1

einen Grenzwert? Um dies herauszufinden gibt es mehrere Hilfsmittel (Kriterien), die nun aufgezahit

und mit je zwei Beispielen belegt werden.

Wer mehr Beispiele sucht, schaue bitte im Text 40720 nach, dort werden fast 100 Reihen untersucht.

/ 2.1 Notwendige Bedingung \

Damit ian konvergiert, muss die Folge (a,) eine Nullfolge sein: lima, =0.
n=1 n—w

Das aber reicht fiir die Konvergenz nicht aus. Als Beispiel verweise ich auf die
harmonische Reihe von Seite 5, welche divergiert, obwohl die zugrunde liegende

Folge eine Nullfolge ist.

Qicher gilt aber: Wenn lima, # 0, dann divergiert die Reihe ian : /

n—o n=1

Beispiele dazu:
Beispiel 1 Zm(%)
Fir n — o geht 150 und In(1) > -0
n

Alsoist a, =In(%) keine Nullfolge. Daher divergiert die Reihe.
Beispiel 2 > 5 mit a, =5= 50
n=1
Die Exponentenfolge b, =1 ist zwar eine Nullfolge, aber weil die Funktion

f(x)=5" stetig ist, folgt:

; . lim{
lim a, = lim 5" = ga—="
N—o0 n—o0

=50 =1

Da keine Nullfolge vorliegt, divergiert die Reihe.

© 5n+2
= 2n+1

Beispiel 3

Wegen lim on + =i

n—wo 20 —

N[O

2
hl . :g divergiert die Reihe.
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/ 2.2 Quotientenkriterium

Es sei (a,) eine Folge mit a, # 0 furalle ne N.

1. Formulierung: Wenn es eine Zahl q < 1 gibt, so dass ab einer bestimmten

n+1

Nummer ng gilt

n n=1

Gilt jedoch 2221/ > 1 fast immer, dann divergiert Za
an n=1
2. Formulierung: Ist lim Bnss < g<1, dann konvergiert Zan absolut.
n-wo| g

n n=1

Ist lim [ 22t > q>1, dann divergiert > a, .
n=1

n—oo an
Qonderfall: Ist lim Bl _ 1, dann ist keine Aussage mdglich.
n—w an

< q ist, dann konvergiert Reihe Za absolut.

~

/

Hinweis: Wenn eine Relation fir n > n, gilt, sagt man auch ,fur alle au3er endlich vielen®,

oder , fur fast alle®, oder ,fast immer*.

Beispiel 4: Z”(“_T) _1.2 223 3~43 _.12 23 34
n—1 (-3) -3 3 (-3) 3 9 27

Da a, =0 ist, ist das Quotientenkriterium anwendbar:

A |04 D(0+2) (43" | [(n+2) 1| ns2
| a, |_‘ (-3 n(n+1)‘_| (-3) n|  3n
lim n+2 = lim [1+£j :1 <1 also konvergiert die Reihe absolut.
n—owo 3N noo\3 3n 3
Beispiel 5: Z Die Voraussetzung a,, = 0 ist erflllt. Aber wegen
os1 1 lim cos !
lim |a”+1|= Iim| n | ©%®h _ now N _c0sO =1, liegenin
n—ow| a, neoo‘co %‘ naaocos 1 lim cosi cos0
n—oo +1

Ani1

jeder noch so kleinen ¢ —Umgebung von 1 unendlich viele Glieder von

’
n

Die Briiche Ant1 sind also nicht ab einer bestimmten Nummer < 1.

an
Also ist keine Konvergenzaussage moglich (Sonderfall s. 0.).

. o, 2 n?
Beispiel 6: Z‘_“
(n+1)
ana| gt (0#° 8 nPeonet RN se 1
| | n2 g+l 2 3n2 3 3
3n
2 2,1
Oder so: lim (2] = = g P20 ET 1+n+nz=1=Q<1
n—o| ap n—o0 3n2 n—o0 3 3

Friedrich Buckel
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/ 2.3 Wourzelkriterium \

1. Formulierung:
Wenn es eine feste Zahl q < 1 gibt, so dass ab einer bestimmten Nummer ng gilt

M <q, dann konvergiert Reihe ian absolut.

n=1

Q/m > 1, dann divergiert die Reihe.

2. Formulierung:
> a, konvergiert absolut, wenn limg/a, | <1 ist.
n=1 Nn—oo

> a, divergiert, wenn limg/ja,| > 1 ist.
=1 n—o0

\Sonderfall: Ist limy/la,| =1, dann ist keine Aussage méglich. j
n n
o (gn2 —2) (9n2 —2)
Beispiel 7: —— Es sei a, =
n=1 (4n+1) (4n+1)
Da mit n potenziert wird, verwendet man das Wurzelkriterium.
2 _ 2 _ 9-2
lim Qfa, = lim p —im 22 gy T2 gy w9y
n—o0 n—>oo(4n+1)2 n—>oo16n2 +8n+1 no>x16 %—i—niz 16
Also konvergiert die Reihe.
& o (2n+1) o (2n+1Y
Beispiel 8 1) - mit a, =(-1) -
b > (2 mia, - (2]
n ’ 2+1
n|an|:n(—1)~ 2n+1 :2n+1: +”—>g:q<1:
3n-1 3n-1 3-1 3
Die Reihe konvergiert absolut.
fe'e) n n
Beispiel 9 > [§+1J mit ap, :(§+1)
4 n 4 n

Man muss herausfinden, dass fiir fast alle ne N gilt: {ja,| <1.
3 1) (3.1
Van| =0 =+=] =[>+=
4 n 4 n
. 1 1
Wann ist das < 17? —+—<1 < _<Z < n>4

3 1 15 4 19

Beispiel: == T - Z
g 4 20 20 20

Also gilt fir >4 : n |an| <1

Ergebnis: Die Reihe konvergiert.
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/ )

2.4 Majorantenkriterium

Die Reihe ian konvergiert absolut, wenn sie eine konvergente Majorante besitzt.
n=1

Eine Majorante ist eine Reihe ibn mit der Eigenschaft |an| <b,abnzng.

- )

Beispiel 10 Z# mit an=3L32_2:32
n=1 N +n+1 n°+n+1 n° n

Weil die Reihe Z% konvergiert (das wird jetzt als bekannt vorausgesetzt)
n=1N

ist diese eine Majorante fir die gegebene Reihe, die daher auch konvergiert.

00 n n n n
Beispiel 11 3 Es ist % < 3_n = (gj
2" 44 2+4" 4 \4

Also ist die geometrische Reihe mit q = 2 eine konvergente Majorante.

Also konvergiert auch die gegebene Reihe.

o0 2n
Beispiel 12
P ;nJrn!
Zuerst bilde ich eine Majorante fiir die Reihe: a, = 2 <—=b,
n+n! n!

Dann wende ich das Quotientenkriterium fiir b, an:
|bn‘*')I _ 2n+1 .n_! _ 2 n—on 0
b, (+D! 2" n+1

|bn+1

Es gibt also eine Zahl g mit 0 < q < 1 so dass fiir fast alle ne N gilt: |b | <q.

Also konvergiert die Reihe ibn und ist eine Majorante flr die gegebene Reihe.

n=1

Diese konvergiert daher auch.

Beispiel 13 °°n_+11 Esistn—+1-1< 1 , denn O<n+1<1
—=n+3 2" n+3 2" 2 n+3
Also ist wn_”igi(lj -3
n:2n+3 2" n=2 2
Fir die unendliche geometrische Reihe gilt: S, = i(%) =1 L - :;: 2.
n=0 2 2
Also folgt: s=S,-(1) —(1) =2-1-1=1
Und damit; et 1.1
—=nh+3 2" 2

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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/ 2.5 Minorantenkriterium
Es sei ian eine Reihe mit a, >0 flurallene N . Sie ist ist divergent,
n=1
wenn es eine divergente Minorante besitzt.
K ine Minorante ist eine Reihe ibn mit der Eigenschaft a, >b, >0 ab n>n,.
n=1
Beispiel 14 S N
p > =5
n=1 N +1
a - N, N __n _1
" n2+1 n?+n? 2n2 2n
. SN 1&1
Somit ist >—» —
E n?+1 2 n; n
Die letzte Reihe ist die divergente harmonische Reihe.
Nach dem Minorantenkriterium divergiert daher auch die gegebene Reihe.
Beispiel 15 >
n=1 \/ﬁ
Fir nattirliche Zahlen gilt: n < n?.
Die Funktion f(x)= Jx wachst streng monoton. Also folgt /n < \/n72 < n<n
oL 1 1 . 1
Und daraus ergibt sich —>—. Alsoist a,, >—
n n n
Daraus folgt: i A > il
n=1 \/ﬁ n=1"
Die rechte Reihe ist die harmonische Reihe, welche divergiert.
Nach dem Minorantenkriterium divergiert dann auch die gegebene Reihe.
Beispiel 16 K
k=1 2" +4

N[ =

4k 4k 4k 1 00 4k o0
Wegen > = =— st >
S T C L WL 2 2z

Also ist Zl eine divergente Minorante.
k=1

Daher divergiert auch die gegebene Reihe.

Friedrich Buckel
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51205
2.6 Cauchy-Kriterium:
Die Reihe ian konvergiert genau dann, wenn es zu jedem (noch so kleinen)
n=1
€>0 ein n, e N gibt sodass firalle s>r >n, gilt
Dieses Kriterium ist notwendig und hinreichend, gilt also in beiden Richtungen
Es bedeutet, dass man stets beliebig kleine absolute Zwischensummen |a +a.,,+...+a,
findet und zwar ab Nummern s >r >n,
2 1 1 1
Beispiel 17 =—t—t—
P z (n+1) 1223 3.4
Eine Zwischensumme kann man hier so schreiben
zs = zs‘, ! __ + L +ot L + L
mn-(n+1)  ro(r+1) (r+1)(r+2) (s—-1)s s(s+1)
Dieser Trick hilft weiter: a, = ! = 11 Damit folgt fir die Zwischensumme:
n-(n+1) n n+
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
zs=|-— + - + - + — || -
ror+1 r+1 r+2 r+2 r+3 s-1 s s s+1
Paarweise fallen Briiche weg, und Ubrig bleiben der erste und letzte Bruch
1 1 1
ZS=-———< —
r s+1 r
Nunsei ¢ >0 (z. B. e=10" ) gegeben, dann gilt: 1< g, also r A (r>10°)
€
Ab der Nummer 1001 ist dann jede Zwischensumme < 10
Beispiel 18 i L+L+L+
ot (n+2) 1.3 2-4 3.5

Eine Zwischensumme kann man hier so schreiben
1 1 1

3 1 I + 1 + o +
_r-(r+2) (r+1)(r+3) (r+2)(r+4) (s-1)(s+1) s(s+2)

Damit folgt fur die Zwischensumme:

Dieser Trick hit weiter: 3, == =
me(d- 2 ) m&Hﬁ K

AR AR

ZS:n:rn'(n+2)

!

2

+ |d=

n

*

N

|r\>\_;

-3 s

Paarweise fallen Briiche weg, und (brig bleiben vier Briiche

2 (241 2 4 1
1 1 1 1 1 AL+ 4 1
_2 2 1 2 2 2 _ 1 r+1+|’_12r"'1_1r ('+r2)_1 r e fiir
zs=24 -t —— <2 =37 =22, T2 iy 2 g1 e 0
ror+1 s+1 s+2 r r+1 r-(r+1) *r’+r r’(1+1) 1+1
Also kann man zu jedem & >0 ein ny €[ finden, sodass gilt > a |<¢ ......
n=r
www.mathe-cd.de
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/ 2.7 Leibniz-Kriterium \
Es sei (a,) eine alternierende Nullfolge

und |a,| sei monoton fallend

Dann konvergiert die Reihe ia

N A

Beispiel 19 Die Reihe i (_1)“ verwendet die Folge a, = (_1)n :
n=1 \/H " Jn
Sie lautet ausfihrlich: a, =1 a, =, a, =, a, =, a, = —
. 1 4 2 \/E’ 3 \/gy 4 2, 5 \/g,
bzw. s 1 11 1

= l+—=-—+———F=..
2 B2k
Die Folge (ay) alterniert und b = |an| ist eine monoton fallende Nullfolge.

Also konvergiert die Reihe.

Beispiel 20 > (—1)n_1 -cos (n_—1 nj
! 2n
Veranschaulichung: cos(0) - cos(%n) + cos(% n) - cos(%n) —

Fir diese alternierende Reihe wendet man das Leibnizkriterium an:

1Y

(1)  b,=2"g :§(1 1) wachst monoton, da 1 abnimmt und es ist lim b, =2

n n—oo

Esistalso b, 1 > b,

Die cos-Funktion fallt im Intervall [0 ; %] monoton und ist dort stetig.

Also folgt aus by,,4 > by, die Eigenschaft cos(b,,1)<cos(b,),

d. h. die Folge c, :cos(r‘z—‘r:n) fallt monoton.
(2)  Wegen der Stetigkeit gilt lim ¢, = lim cos(b,,) = cos( lim bn] = cos(%) =0
n—o n—o nN—0
Also ist (c,) eine fallende Nullfolge.

Nach Leibniz konvergiert also die alternierende Reihe.
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3 Konvergenzeigenschaften

Es gibt eine Reihe von Uberlegungen bzw. Behauptungen, die wahr oder falsch sein kénnen.

Hier einige Beispiele dazu.

3.1 Die folgende Behauptung ist falsch:

LWenn Y a,, und > a, , beide divergentsind, dannistauch ) a, divergent.
n=0 n=0 n=0

Gegenbeispiel:  Die Reihe Z% ist konvergent.

n=0 n

(Nach dem Leibniz-Kriterium, denn |a,| ist eine monoton fallende Nullfolge.)

(=1 1 . . = =1 1& 1 . .

a, = =—— Die Reihe ) a — divergiert.
' n+2 n+2 Z(; 2 §2n+2 2 §n+1 g

a, ., = ™ Die Reihe ia = i :—i— divergiert.
1 n+2 n+2 e A nO2n+1+2 =2n+3

3.2 Die folgende Behauptung ist wahr:
(Wenn lima, =0, dann konvergiert die Reine Y (a,)’ 1
n—w n=0
Beweis: Da nach Voraussetzung lima, =0 gilt, gibt es eine Nummer no, so dass gilt:

Fir n>n, gilt [a, -0 <1, also |a,|<1
<(3)-

Weil > (1)" als geometrische Reihe konvergiert.

N

Daraus folgt dann

Nach dem Majorantenkriterium konvergiert dann auch Z(an )n
n=0

3.3 Die folgende Behauptung ist wahr:

Wenn >'a? und >'b? konvergieren, dann konvergiert auch Y |a.b,| ]
n=0 n=0

Beweis: Man niitzt diese Beziehung:  (a, ) =a’+2ab +b?
Wegen (a, b )
Gilt auch a’+2ab +b?>0
Daraus folgt: +2ab <a’+b?
bzw. 2la,b,|<a?+b}
und la,b,| < 1(a,? +b,?)
Daher konvergiert auch Z|a o -

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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3.4 Die folgende Behauptung ist falsch:

Wenn die Folge {a,} monoton fallt und a, >0 ist, dann konvergiert Zan .

n=1
Gegenbeispiel:
Die Reihe Z% divergiert (harmonische Reihe).
n=0 n+
3.4 Die folgende Behauptung ist wahr:

Es seien ian und ibn konvergente Reihen, dann konvergieren auch die Reihen

n=1 n=1

Ms
Ms

a

n

(a,+b,)= ian +§:bn und i(ran) =r
n=1 n=1 n=1

1

=1
IN
=1
1l

Friedrich Buckel
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4 Regeln fiir Reihen

(1)  Man kann konvergente Reihen gliedweise summieren:

Z(:)ak +> b =2 (a +by)

n=0
Das heif’t: Wenn beide Reihen konvergieren, dann auch deren Summe.

Ms

11
o

n

Umgekehrt kann man auch eine Reihensumme in zwei Teilsummenreihen zerlegen.

(2)  Vielfache einer Reihe: r-ya,=y.ra,
n=0

n=0

Das heilt: Wenn eine Reihe konvergiert, dann auch Vielfache davon.

(3) Aus |a|<b, folgt

Das heildt: Hat eine Reihe eine konvergente Majorante, konvergiert sie selbst auch.

(Majorantenkriterium).
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